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=Pulsazione, fase, fase iniziale.
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0 0 00 ( ) cos( )x x x t A tω ω ϕ+ =  = +
 Conservazione dell’energia meccanica e trasformazioni





K mx mA k Aω ϕ ϕ= = =
2 2 21 1 cos
2 2p
U kx k A ϕ= =




2 2 2M p
E K U k A k A m Aϕ ϕ ω = + = + = = 










AB A B p pA
p
L kx dx k x x U U
U x kx
= − = − ≡ −
 = +

cioè, proporzionale al quadrato dell’ampiezza 
e al quadrato della pulsazione
0 0( ) cos( ) cosx t A t A
ϕ
ω ϕ ϕ= + ≡

0( ) sinx t Aω ϕ= −
"
2Circuito LC (R trascurabile) 
2 2
2 2
d d 1 0
d d
Q Q QL Q
C t t LC
 = −  + =
Le stesse relazioni si hanno in un 







Q t iV V L
C t
∆ = ∆  = −
All’inizio condensatore carico con Q0 . 
Dopo, oscillazione elettromagnetica.









3Soluzione:  ( )0 0 0cosQ Q tω ϕ= + ;   ove 0 1LCω =
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e la somma è costante nel tempo:
0 cosQ Q ϕ=
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ˆ( )F f x ι=( )f x
x
( ) 0f x = Punti di equilibrio
A B
( ) 0Bf x′ > xB punto instabile
( ) 0Af x′ < xA punto stabile
( )2( ) ( ) ( )( ) ( )A A A Af x f x f x x x O x x′+ − + − ( ) ( )A Ax xf x k x x→→− −




Notevole semplificazione dei calcoli: per esempio, le equazioni 
integro-differenziali (con soluzione sinusoidale) diventano algebriche 
(lineare)
( )cos sin rappresentazione trigonometricaz r iϕ ϕ= +
modulo e (un) argomento
Rappresentazione geometrica di una coppia 
ordinata di numeri reali
Assi: reale e immaginario
Somma di due complessi equivale alla somma dei due vettori.
rappresentazione algebricaz x iy≡ +
)
( )* e cos sin è il complesso coniugatoiz r r iϕ ϕ ϕ−= = −
( )e e cos sinz x y i y= +
definizione (formula di Eulero)
cioè, in termini di modulo e fase, ma in forma esponenziale
eiz r ϕ =( )e cos sini iϕ ϕ ϕ = +
( ) ( )cos sin cos sin zz x iy r i i
r
ϕ ϕ ϕ ϕ≡ + = +  + =
( ) ( )
( )
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Se il vettore ruota con velocità angolare costante ω = ω0 , 
la proiezione oscilla armonicamente. Il moto armonico è 
descritto dalla parte reale del numero 
complesso (r A): 
( ) ( )
( ) ( )0 0 0
( ) cos Re ( ) Re e
Re e e Re e
i
i i t i t
c




ϕ= = = =
= =




















= = = = 
0 0( )( ) e ei tiz t A A ω ϕϕ += =
( ) ( )0
0









( )* e ei iz z A ϕ ϕ−+ = + =
























Il metodo simbolico funziona solo se le equazioni 
considerate sono lineari nella funzione armonica: in tale 
caso, le operazioni lineari commutano con l’operazione 
“prendere la parte reale”. (No energia, potenza, perché?)
( ) ( )cos sin cos sin 2 cosA i i Aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ = + + − = 
In particolare, sono lineari le equazioni di Kirchhoff, 






( ) ( )
0 ; ( )




x t e x t
x x x t e













1,2 0iλ ω = ± 0( ) i tx t e ω± =
2 2
0 0λ ω + =
(complesse coniugate e linearmente indipendenti)
soluzione generale: 0 01 2( ) i t i tz t c e c eω ω+ −= +
(c1 e c2 possono 
essere complesse)
Se vogliamo soluzioni reali, annulliamo la parte immaginaria:
( ) ( )0 0* ** 1 2 2 1Im 0
2 2
i t i t

































( ) ( )
( )






i t i t
i i
A A
z t e e
e eA A t
ω ϕ ω ϕ
ϕ ϕ
ω ϕ
+ + − +
+ −
 = + =
 +




Punto materiale soggetto ad una forza elastica e ad una forza di attrito viscoso.




ˆSF xβ ι= −

 EL SF F ma+ =
  
kx x mxβ− − =  0kx x x
m m
β
+ + = 
Equazione differenziale alle derivate seconde lineare ed omogenea.
Lineare ed omogenea: se            e            sono soluzioni, allora lo è anche1( )x t 2 ( )x t
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ,x t C x t C x t C C= + ∀
Cerco una soluzione nella forma: ( ) tx t eλ λ= ∈
( ) ( )tx t e x tλλ λ= = 2 2( ) ( ) ( )tx t x t e x tλλ λ λ= = = 
2 0kx x x
m m



























βλ  	= − ± ∆ 
 
$ 5 0∆ >
1 20, 0  reali
m
β λ λ∆ < → < <
1 2
1 2 1 2( ) ,t tx t C e C e C Cλ λ− −= + ∀










7 5 0∆ =
1 2 2m
βλ λ η= = − = −
( )1 2 1 2 1 2( ) ,t t tx t C e C te C C t e C Cη η η− − −= + = + ∀
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β βλ λ 	  	= − + ∆ = − − ∆   
    1 2
i iλ η ω λ η ω= − + = − −
1 2( ) t i t t i tx t C e C eη ω η ω− + − −= + cos sini te t i tω ω ω= +
( )
( ) ( )
1 1 2 2
1 2 0




x t e C t iC t C t iC t
e D t D t Ae t
η
η η
ω ω ω ω
ω ω ω φ
−
− −
= + + − =


















Negli ammortizzatori dei veicoli, 0,4 crβ β≈

( )20 0( ) e cos
t
x t A tτ ω ϕ− 	= + 
 





E m A tω≈
Se τ è abbastanza grande, cioè lo smorzamento abbastanza 
piccolo                                     in uno pseudoperiodo si può 
assumere l’ampiezza circa costante; in pratica, si 








; ; / 4 ;k m
m m
β
ω γ ω ω γ ω τ




0 0( ) e ( ) ( ) e
t t
A t A A t A t Aτ τ
− −
=  ≈ =
τ viene quindi detta tempo di decadimento dell’oscillatore:
2 2
0 0
1per cui  e
2
t





τ è il tempo dopo il quale l’energia decresce di un fattore 1/e
Nel periodo successivo, però, l’ampiezza media diminuisce: 
ovviamente, l’energia meccanica non si conserva!
τ (γ) determina la rapidità con cui l’energia si dissipa!
)
( )20 0( ) e cos
t
Q t Q tτ ω ϕ− 	= + 
 





Le stesse considerazioni si possono fare per il circuito 
LRC, per il quale: 2
2
d d 1 0
d d
Q R Q Q








⇔ ⇔ ⇔ ⇔ =
2 2
2 2








= − ≡ − ≡ −
0
In più: forza periodica (dipendente dal tempo), 
di pulsazione Ω
( )0( )    con    ( ) cosmx x kx f t f t F tβ+ + = = Ω 
(ogni funzione periodica può essere espressa come 
sovrapposizione di funzioni sinusoidali)
Soluzione generale: 
integrale dell’omogenea (smorzato) + integrale particolare
( ) ( )0 0cos Re ei tF t F ΩΩ =

m






i tFz z z
m
γ ω Ω+ + = Possiamo risolvere 
e prendere la parte reale della soluzione:
A tempi lunghi prevarrà la forza aggiunta.













 = Ω = Ω
=  
= − Ω = −Ω


( )2 2 00da cui   e ei t i tFi A
m
γ ω Ω Ω−Ω + Ω + =
( )0 0 02 20
/
    ( ,  complessi)
m
m




 = ≡ ≡
Ω
−Ω + + Ω
( )2 20 2 2
0
   ha fase  arctanm im γχ ω γ δ
ω
Ω
= − Ω + Ω =
− Ω
Sostituendo, si trova immediatamente che deve essere λ = iΩ
(A può essere 
complesso)
( )( ) Re ( )x t z t=
 
Soluzione particolare cercata:
( )0 0( ) e e e
e
i ti t i t
i
F F
z t A δδχ χ
Ω −Ω Ω
= = = =
che ha parte reale 




/( ) Re ( ) cosF mx t z t t δ
ω γ
= = Ω −
− Ω + Ω























   ha fase  arctanm ZZ m i
ω γγ δ
ω
  	 − Ω
= + Ω − =  Ω − Ω  
impedenza meccanica
"
Soluzione generale: somma con la soluzione della omogenea
( ) ( ) ( ) ( )
02
0 0 2 22 2
0





x t x t x t




= + + Ω −


















(ed è l’unica che dipende dalle condizioni iniziali A e ϕ0)
2




/( ) cosF mx t t δ
ω γ
≈ Ω −









Questa è detta soluzione stazionaria:
1) ha la pulsazione uguale a quella della forza esterna
2) l’ampiezza non dipende dalle condizioni iniziali
3) l’ampiezza dipende molto dalla differenza delle pulsazioni: 
risonanza
4) l’oscillazione è sfasata rispetto alla forza esterna
29




/( ) cos cosF mx t t B tδ δ
ω γ
≈ Ω − ≡ Ω −
− Ω + Ω
per β → 0  (γ → 0 ) l’ampiezza 



























; in opposizione di fase
























/2 in quadratura con forza esterna
FF














in fase con forza esterna0




≈ = ≅ Ω
 













/( ) cosF mx t t δ
ω γ
≈ Ω −

















− Ω + Ω
L’energia totale media, il quadrato dell’ampiezza di 
oscillazione e altre grandezze ancora possono essere scritte 
in termini della funzione di risposta R()  dell’oscillatore:
( ) ( ) ( )























≈ Ω − =
− Ω + Ω
Ω
= Ω − =
Ω
− Ω + Ω





1 1 ( )
2 2
m FE kA Rωβ= = ΩΩ
)




















L’analogo elettrico è un circuito RLC, 
con forza elettromotrice V(t)
si può variare la frequenza propria del circuito ω0 con un 
condensatore a capacità variabile
0


















1 1( ) ( )di Q RL Ri V t Q Q Q V t
dt C L LC L
+ + =  + + = 
)0
Se arriva un segnale esterno (da una antenna) di pulsazione 
Ω, esso provoca oscillazioni elettriche ampie quando  
ω0 ≅ Ω.
La larghezza della curva è               , che determina la 
selettività; per valori dei segnali con Ω lontano da ω0 (più di 
R/L), le oscillazioni generate sono molto piccole e i segnali 
non vengono rilevati.
/R Lγ =
R
L
γ =
